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1. Aufgabe (20 Prozent): Festpunktzahlen

1.1. Verglei
h (Tut) Wie lassen si
h die (ganzen) Dualzahlen in die Darstellung der Festpunkt-

zahlen einordnen? Wel
he Zweierpotenzen haben die einzelnen Stellen? Worin liegt der Vorteil

bei der Verwendung von e
ht gebro
henen Zahlen (Komma ganz links) gegen

�

uber ganzen Dual-

zahlen (Komma ganz re
hts)?

L

�
osung:

(Ganze) Dualzahlen besitzen in der normalen Darstellung kein Komma, man k

�
onnte si
h

jeweils ein Komma ganz re
hts neben dem niederwertigsten Bit vorstellen (Analogie: 5 =

5; 0000:::). Festkommazahlen zei
hnen si
h dadur
h aus, da� sie per De�nition das Komma

in die Zahlenmitte vers
hieben.

In v

�
olliger Analogie zu Dezimalzahlen besitzen die Bits re
hts vom Komma negative Ex-

ponenten: 2:5

10

= 2 � 10

0

+ 5 � 10

�1

= 10:1

2

= 1 � 2

1

+ 0 � 2

0

+ 1 � 2

�1

E
ht gebro
henen Zahlen k

�
onnen bei der Mulitpliktation keinen

�

Uberlauf provozieren, da

sie immer kleiner als 1 sind und damit das Produkt au
h immer unter 1 liegt.

1.2. Umwandlung (Tut) Wandelt die Zahlen 7; 825

10

und 0101:1001

2

in die jeweils andere Dar-

stellung um. Verwendet f

�

ur die Festpunktzahlen ein Zahlenformat mit vier Vor- und vier Na
h-

kommastellen in 2-Komplementdarstellung.

L

�
osung:

7; 825 = 7 + 0; 825 = 0111

2

+ 0; 825

10

=

0; 825 � 2 = 0; 65 + 1; 0; 65 � 2 = 0; 3 + 1

0; 3 � 2 = 0; 6 + 0; 0; 6 � 2 = 0; 2 + 1

0; 2 � 2 = 0; 4 + 0; 0; 4 � 2 = 0; 8 + 0

0; 8 � 2 = 0; 6 + 1

= 0111:1101001

2

= 0111:1101

2

0101:1001

2

= 5

10

+ 0:1001

2

= 5

10

+ 1 � 2

�1

+ 1 � 2

�4

= 5 + 0; 5 + 0; 0625 = 5; 5625

1.3. Umwandlung (10 Prozent) Wandelt die Zahlen �5; 26

10

, 1; 25

10

, 0101:0101

2

und 1010:1010

2

in die jeweils andere Darstellung um, das Zahlenformat ist dasselbe wie bei Aufgabe 1.2. Sind

alle Zahlen ohne Genauigkeitsverlust umzuwandeln? Wenn nein, wie gro� ist der prozentuale

Fehler?
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L

�
osung:

�5; 26

10

= (�1) � 5; 26

10

= (�1) � (0101

2

+ 0; 26

10

)

0; 26 � 2 = 0; 52 + 0

0; 52 � 2 = 0; 04 + 1

0; 04 � 2 = 0; 08 + 0

0; 08 � 2 = 0; 16 + 0

0; 16 � 2 = 0; 32 + 0

� 0:0100

2

(= 0; 25

10

!)

Nun muss die Zahl no
h als 2-Komplement dargestellt werden. Dazu werden wie bei ganzen

Zahlen alle Bits invertiert und dann an der Stelle mit dem niedrigstwertigsten Bit eine

Eins addiert. Also wird aus (�1) � 0101:0100 = 1010:1011 + 0000:0001 = 1010:1100. Eine

R

�

u
kumwandlung (zuerst 2-Komplement, dann Dekodierung) bringt als Ergebnis �5:25

10

.

Also betr

�
agt der prozentuale Fehler hierbei E

r

= j(�5; 25)� (�5; 26)j=j(�5; 26)j = 0; 19%.

Die komplette Kodierung der Zahl lautet

�

ubrigens (�1) � 0111:010000101000111101100.

1; 25

10

ist einfa
h 1 � 2

0

+1 � 2

�2

, also 0001:0100. Die rationale Darstellung lautet

5
4

, da vier

eine Zweierpotenz ist, ist die Zahl ohne Fehler ni
htperiodis
h darstellbar.

0101:0101

2

= 5

10

+ 2

�2

+ 2

�4

= 5; 3125

10

1010:1010

2

= �8

10

+ 2

10

+ 2

�1

+ 2

�3

= �5; 375

10

1.4. Re
hnen (Tut) Bere
hnet in bin

�
arer Form 0010:0110

2

� 0100:0100 und 0101:1111+0011:1010.

Verwendet dazu ein Ergebnisformat mit 4 Vor- und 4 Na
hkommastellen.

L

�
osung:

0 0 1 0. 0 1 1 0 � 0 1 0 0. 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0

+ 0 0 1 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0. 0 0 0 1 1 0 0 0

0101. 1111

+ 0011. 1010

1001. 1001

1.5. Re
hnen (10 Prozent) Bere
hnet in bin

�
arer Form 3; 625 � 1; 4 und 7; 65 + 4; 11. Verwendet

dazu ein Zahlenformat mit 4 Vorkomma und 8 Na
hkommastellen.

L

�
osung:

3; 625

10

= 0011

2

+ 0; 5

10

+ 0; 125

10

= 0011:10100000

2

.

1; 4

10

= 0001

2

+ 0; 4

10

=

0:4 � 2 = 0:8 + 0

0:8 � 2 = 0:6 + 1

0:6 � 2 = 0:2 + 1

0:2 � 2 = 0:4 + 0

= 0001:0110 � 0001:01100110

0 0 0 1. 0 1 1 0 0 1 1 0 � 0 0 1 1. 1 0 1

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1. 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 �

0 1 0 1. 0 0 0 1 0 0 0 1 = 5; 06640625

10

3; 625

10

� 1; 4

10

= 5; 075

10

� 101:00010011001

2

Hinweis: M

�
o
hte man negative Zahlen multiplizieren, so kann auf die 2-Komplement-

Bildung verzi
htet werden. Bei der Multiplikation geht das Vorzei
hen ni
ht

wirkli
h in die Re
hnung ein, da man die (�1) als Faktor von Re
hnung und

Ergebnis ausklammern kann, also gilt z.B.: (�1) � 1; 4 � 3; 625 = (�1) � 5; 075.
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Man k

�
onnte also zuerst das Vorzei
hen bestimmen und dann das Ergebnis mit

positiven Zahlen bere
hnen. Zum S
hluss kann man das Vorzei
hen wieder dem

Ergebnis zuordnen.

7; 65

10

= 0111

2

+ 0; 65

10

= 4; 11

10

= 0100

2

+ 0; 11

10

=

0:65 � 2 = 0:30 + 1

0:30 � 2 = 0:60 + 0

0:60 � 2 = 0:20 + 1

0:20 � 2 = 0:40 + 0

0:40 � 2 = 0:80 + 0

0:80 � 2 = 0:60 + 1

0:60 � 2 = 0:20 + 1

0:20 � 2 = 0:40 + 0

0:40 � 2 = 0:80 + 0

0:11 � 2 = 0:22 + 0

0:22 � 2 = 0:44 + 0

0:44 � 2 = 0:88 + 0

0:88 � 2 = 0:76 + 1

0:76 � 2 = 0:52 + 1

0:52 � 2 = 0:04 + 1

0:04 � 2 = 0:08 + 0

0:08 � 2 = 0:16 + 0

0:16 � 2 = 0:32 + 0

0111. 10100110

+ 0100. 00011100

1011. 11000010 = 11; 7578125

10

Wenn man das oben angegebe Resultat aber in 2-Komplement-Darstellung interpretiert,

so ist das Ergebnis allerdings fals
h, da eine Umwandlung in diesem Fall �4; 2421875

10

ergibt. Der Grund daf

�

ur ist die aufgetretene Berei
hs

�

ubers
hreitung.

2. Aufgabe (30 Prozent): Gleitpunktzahlen

Um die Aufgabe ni
ht unn

�
otig zu ers
hweren, verwenden wir hier das aus der Vorlesung (Seite 2-37)

bekannte Format mit 4 Exponentenbits, 11 Mantissenbits und einem Bias von 7.

2.1. Umwandlung (Tut) Wandelt die Zahlen 5; 65625

10

und �1:01100110100

2

� 2

�1

in das jeweils

andere Format um. Wie sieht das Bitmuster des Gleitpunktformats aus?

Was gibt es f

�

ur Sonderf

�
alle und wann werden sie benutzt? Wel
hes ist die kleinste, wel
hes die

gr

�
o�te darstellbare Zahl?

L

�
osung:

5; 65625

10

= 101

2

+ 0; 65625

10

= 101

2

+

0:65625 � 2 = 0:31250 + 1

0:31250 � 2 = 0:62500 + 0

0:62500 � 2 = 0:25000 + 1

0:25000 � 2 = 0:50000 + 0

0:50000 � 2 = 0:00000 + 1

= 0:10101

2

Also lautet die Zahl in Festpunktdarstellung 101:10101

2

. Zur Konvertierung in die

Gleitpunktdarstellung vers
hiebt man das Ergebnis solange, bis links vom Komma nur

no
h eine Eins steht, hier also um 2 Stellen na
h links. Demna
h lautet die Zahl also

1:0110101 � 2

2

. Der Exponent wird nun zum Bias (hier: 7) addiert und als Dualzahl in die

Exponentenbits kodiert: 2 + 7 = 9 = 1001

2

. Das Vorzei
henbit ist hier 0. Bei Kodieren der

Mantisse wird die f

�

uhrende Eins ni
ht mitgespei
hert:

5; 65625

10

= 1:0110101

2

� 2

2

) 0

0

1001

0

01101010000 = 4B50

16

.

�1:01100110100

2

� 2

�1

= 1

0

0110

0

01100110100. Der Exponent 6(= 0110

2

) entsteht dur
h

Addition des tats

�
a
hli
hen Exponenten mit dem Bias (�1 + 7 = 6).

�1:01100110100

2

� 2

�1

= �(1 +

1
4

+

1
8

+

1

64

+

1

128

+

1

512

) =

�(512+128+64+8+4+1)

512

=

�717

512

=

�1; 400390625

10

� 2

�1

= �0; 7001953125

10

.

Im IEEE754-Standard existieren zwei Formate, eines mit einfa
hes Genauigkeit (23 bit

Mantisse, 8 bit Exponent) und eines mit doppelter Genauigkeit (52 bit Mantisse und 11 bit
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Exponent). Der Exponent wird so gestaltet, da� dur
h Addition mit einem Bias immer eine

positive Zahl entsteht, deren duale Entspre
hung dann in die Exponentenbits ges
hrieben

wird.

Es existieren mehrere Sonderf

�
alle, die bestimmte Ausnahmebedingungen abde
ken und

dur
h bestimmte Bitmuster im Exponenten und/oder in der Mantisse kodiert werden,

dazu z

�
ahlen positive und negative Unendli
hkeit, Ni
htzahlen (NaNs), der Wert 0 sowie

eine unnormalisierte Variante von Zahlen, bei der die implizite f

�

uhrende Eins zur Null wird

und der Exponent den kleinst m

�
ogli
hsten Wert annimmt. Damit kann man sehr kleine

Zahlen darstellen.

Weiterf

�

uhrende Informationen dazu �ndet man im Online-Skript sowie in den Vorlesungs-

folien.

2.2. Umwandlung (10 Prozent) Wandelt die Zahlen 1; 5678

10

, 14; 37

10

, 0101110001001011 und

1000000010010010 in die jeweils andere Darstellung um. Zeigt beim Gleitpunktformat sowohl

das Bitmuster als au
h die mathematis
he Darstellung.

L

�
osung:

1; 5678

10

= 01

2

+ 0; 5678

10

0:5678 � 2 = 0:1356 + 1; 0:1356 � 2 = 0:2712 + 0

0:2712 � 2 = 0:5424 + 0; 0:5424 � 2 = 0:0848 + 1

0:0848 � 2 = 0:1696 + 0; 0:1696 � 2 = 0:3392 + 0

0:3392 � 2 = 0:6784 + 0; 0:6784 � 2 = 0:3568 + 1

0:3568 � 2 = 0:7136 + 0; 0:7136 � 2 = 0:4272 + 1

0:4272 � 2 = 0:8544 + 0; 0:8544 � 2 = 0:7088 + 1

= 1:10010001010 � 2

0

= 0

0

0111

0

10010001010

14; 37

10

= 01110

2

+ 0; 37

10

0:37 � 2 = 0:74 + 0; 0:74 � 2 = 0:48 + 1

0:48 � 2 = 0:96 + 0; 0:96 � 2 = 0:92 + 1

0:92 � 2 = 0:84 + 1; 0:84 � 2 = 0:68 + 1

0:68 � 2 = 0:36 + 1; 0:36 � 2 = 0:72 + 0

0:72 � 2 = 0:44 + 1

= 1:11001011110 � 2

3

= 0

0

1010

0

11001011110

0

0

1011

0

10001001011 = 1:10001001011 � 2

11�7

= 11000:1001011 = 24; 5859375

10

1

0

0000

0

00010010010 = �0:00010010010 � 2

1�7

= �0; 001113891601563

10

Die letzte Zahl ist eine negative (1. Bit gesetzt) unnormalisierte (Exponent ist Null) Zahl.

Deshalb ist die f

�

uhrende Zi�er eine Null statt einer Eins, der Exponent wird dabei so

gesetzt, als ob eine 1 kodiert w

�
are, also hier zu 2

�6

.

2.3. Addition (Tut) Wandelt die Zahlen 46; 753 und 3; 247 in Gleitkommadarstellung um und

addiert sie ans
hlie�end. Was f

�
allt eu
h beim Ergebnis auf? Warum ist das so?

L

�
osung:

46; 753

10

= 101110

2

+ 0; 753

10

3; 247

10

= 11

2

+ 0; 247

10
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0:753 � 2 = 0:506 + 1

0:506 � 2 = 0:012 + 1

0:012 � 2 = 0:024 + 0

0:024 � 2 = 0:048 + 0

0:048 � 2 = 0:096 + 0

0:096 � 2 = 0:192 + 0

0:192 � 2 = 0:384 + 0

0:384 � 2 = 0:768 + 0

0:768 � 2 = 0:536 + 1

0:536 � 2 = 0:072 + 1

0:072 � 2 = 0:144 + 0

0:144 � 2 = 0:288 + 0

0:247 � 2 = 0:494 + 0

0:494 � 2 = 0:988 + 0

0:988 � 2 = 0:976 + 1

0:976 � 2 = 0:952 + 1

0:952 � 2 = 0:904 + 1

0:904 � 2 = 0:808 + 1

0:808 � 2 = 0:616 + 1

0:616 � 2 = 0:232 + 1

0:232 � 2 = 0:464 + 0

0:464 � 2 = 0:928 + 0

0:928 � 2 = 0:856 + 1

0:856 � 2 = 0:712 + 1

46,753 ergibt also eine Festkommazahl von 101110:1100000011000:::. Die f

�

uhrende

Eins plus 11 Dualstellen f

�

uhren zu einer unkodierten Zahl von 1:01110110000 � 2

5

.

3,247 ist in Festkommadarstellung 11:001111110011101:::. Das ergibt eine Darstellung von

1:10011111100 � 2

1

. Zum Addieren mu� man beide Zahlen normieren, d.h. sie m

�

ussen den

selben Exponenten aufweisen. Dazu passt man den kleineren Exponenten an den gr

�
o�eren

an, hier also 1:10011111100 � 2

1

= 0:000110011111100 �2

5

. Nun kann man beide Zahlen

addieren:

1. 01110110000 �2

5

+ 0. 00011001111 �2

5

1. 10001111111 �2

5

Das Ergebnis lautet in Dezimalnotation 49; 984375, es sollte aber o�ensi
htli
h 50; 0 erge-

ben. Fehler kommen hier neben Genauigkeitsverlusten beim Umwandeln dur
h das Nor-

mieren zustande, da man dabei einige Na
hkommastellen (hier: 4) verliert. Der Fehler wird

umso gr

�
o�er, je mehr die Zahlen auseinander liegen.

2.4. Addition (10 Prozent) Addiert die Zahlen 12; 825 und 5; 9375 sowie 0; 000075 und 64; 569 in

Gleitpunktnotation miteinander. Wandelt die Ergebnisse wieder in Dezimalnotation um und

verglei
ht sie mit den tats

�
a
hli
hen. Bei wel
hen Zahlenkombinationen treten starke Genauig-

keitsverluste auf?

L

�
osung:

12; 825

10

= 1:10011010011 � 2

3

5; 9375

10

= 1:01111100000 � 2

2

= 0:10111110000 � 2

3

1. 10011010011 �2

3

+ 0. 10111110000 �2

3

10. 01011000011 �2

3

= 1:00101100001 � 2

4

10010:1100001

2

= 18; 7578125

10

12; 825 � 5; 9375 = 18; 7625

10

= 1:00101100001 � 2

4

Das Ergebnis stimmt o�ensi
htli
h im Rahmen der Genauigkeit unserer Gleitpunktzahlen

genau.

0; 000075

10

= 0

2

+ 0; 000075

10

=

0:000075 � 2 = 0:000150 + 0; 0:000150 � 2 = 0:000300 + 0

0:000300 � 2 = 0:000600 + 0; 0:000600 � 2 = 0:001200 + 0

0:001200 � 2 = 0:002400 + 0; 0:002400 � 2 = 0:004800 + 0

0:004800 � 2 = 0:009600 + 0; 0:009600 � 2 = 0:019200 + 0

0:019200 � 2 = 0:038400 + 0; 0:038400 � 2 = 0:076800 + 0

0:076800 � 2 = 0:153600 + 0; 0:153600 � 2 = 0:307200 + 0

0:307200 � 2 = 0:614400 + 0; 0:614400 � 2 = 0:228800 + 1

0:228800 � 2 = 0:457600 + 0; 0:457600 � 2 = 0:915200 + 0

0:915200 � 2 = 0:830400 + 1; 0:830400 � 2 = 0:660800 + 1

0:660800 � 2 = 0:321600 + 1; 0:321600 � 2 = 0:643200 + 0
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= 0:00000000000001001110

Um die Zahl zu normalisieren, m

�

usste man als Exponenten �14 verwenden, was aber bei

einem Bias von +7 keine positive Zahl ergibt und damit ni
ht als Exponent kodiert werden

kann. Also muss diese Zahl als unnormalisierte Zahl gespei
hert werden, d.h. der Expo-

nent wird zu �6 und auf die f

�

uhrende Eins wird verzi
htet. Die Zahl lautet dann also

0:00000001001 � 2

�6

.

64; 569

10

= 1000000

2

+ 0; 569

10

=

0:569 � 2 = 0:138 + 1; 0:138 � 2 = 0:276 + 0

0:276 � 2 = 0:552 + 0; 0:552 � 2 = 0:104 + 1

0:104 � 2 = 0:208 + 0; 0:208 � 2 = 0:416 + 0

0:416 � 2 = 0:832 + 0; 0:832 � 2 = 0:664 + 1

0:664 � 2 = 0:328 + 1; 0:328 � 2 = 0:656 + 0

= 1000000:10010 = 1:00000010010 � 2

6

.

Die

�

ubli
he Vorgehensweise bei der Addition w

�
are jetzt, die Zahlen auf einen gemeinsa-

men Exponenten zu bringen. Dazu m

�

usste der kleinere Exponent dem gr

�
o�eren angepasst

werden, was in diesem Fall eine Vers
hiebung des Kommas um 6� (�6) = 12 Stellen na
h

links bedeuten w

�

urde. O�ensi
htli
h bleiben dann von der kleinen Zahl nur no
h Nullen

�

ubrig, so da� die Addition ni
ht tats

�
a
hli
h dur
hgef

�

uhrt w

�

urde. Das Ergebnis lautet also

1:00000010010

2

= 64; 5625

10

.

Diese Problem ist typis
h f

�

ur die Addition von Gleitpunktzahlen. Problematis
h wird

es z.B. bei der Simulation von Di�erentialglei
hungen, wo h

�
au�g sehr kleine Werte (die

S
hrittweite) auf meist gr

�
o�ere Werte addiert werden. Wird dabei ein Summand zu Null,

so verf

�
als
ht dies die Re
hnung erhebli
h bzw. ma
ht das Ergebnis untaugli
h.

2.5. Multiplikation (Tut) Multipliziert die Zahlen 1:1001�2

3

und 1:00010011001�2

2

in Gleitpunkt-

notation miteinander. Was f

�
allt beim

�

Uberpr

�

ufen des Ergebnisses auf?

L

�
osung:

Zuerst multipliziert man ganz normal die Mantissen, dana
h die Exponenten und setzt das

Ergebnis wieder zusammen.

1. 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 � 1. 1 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

+ 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

1. 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1

2

3

� 2

2

= 2

3+2

= 2

5

Also lautet das Ergebnis 1:10101101111 � 2

5

(= 53; 734375

10

). Die Genauigkeit leidet dabei

etwas, aber es gibt hierbei weniger starke Abwei
hungen als bei der Addition.

In Dezimalnotation ergibt si
h 12; 5 � 4; 3 = 53; 75, also m

�

usste das Ergebnis in Festpunkt-

darstellung exakt 110101:11

2

lauten. Hier treten also Fehler auf, die si
h bereits dur
h das

Umwandeln der Zahlen ergeben und dann in der Re
hnung fortp
anzen.

2.6. Multiplikation (10 Prozent) Multipliziert die Zahlen 9; 2305 und 2; 5 sowie 0; 005 und 17; 34

in Gleitkommanotation miteinander. Wann treten bei der Multiplikation Genauigkeitsprobleme

auf?

L

�
osung:

9; 2305

10

= 1001

2

+ 0; 2305

10

=

0:2305 � 2 = 0:461 + 0; 0:461 � 2 = 0:922 + 0

0:922 � 2 = 0:844 + 1; 0:844 � 2 = 0:688 + 1

0:688 � 2 = 0:376 + 1; 0:376 � 2 = 0:752 + 0

0:752 � 2 = 0:504 + 1; 0:504 � 2 = 0:008 + 1

0:008 � 2 = 0:016 + 0; 0:016 � 2 = 0:032 + 0
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= 1001:0011101100

2

= 1:00100111011 � 2

3

2; 5

10

= 10

2

+ 1 � 2

�1

= 10:1

2

= 1:01000000000 � 2

1

1. 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 � 1. 0 1

1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1

+ 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1

1. 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1

= 1:01110001001 � 2

3+1=4

= 10111:0001001

2

= 23; 0703125

10

9; 2305

10

� 2; 5

10

= 23; 07625

10

� 10111:0001001

2

0; 005 = 0:00000001010001111

2

= 0:01010001111

2

� 2

�6

17; 34 = 10001:01010111

2

= 1:00010101011

2

� 2

4

1. 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 � 0. 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

0. 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1

= 1:01100010110 � 2

(�6)+4�2=�4

= 0:000101100010110

2

= 0; 08660888671875

0; 005

10

� 17; 34

10

= 0; 08670

10

� 0:000101100011000

2

O�ensi
htli
h sind die Ergebnisse von Multiplikationen im Gleitpunktberei
h wesentli
h

genauer, da hier tats

�
a
hli
h signi�kante Stellen verre
hnet werden und die Gr

�
o�enordnun-

gen getrennt dur
h die Addition der Exponenten behandelt werden.

3. Aufgabe (15 Prozent): Booles
he Ausdr

�

u
ke

�

Ubersi
ht der verwendeten Axiome und Regeln:

Axiome: Die folgenden 10 Glei
hungen sind grundlegend; sie de�nieren die Booles
he Algebra.

a � b = b � a (1)

a+ b = b + a (2)

(a � b) � 
 = a � (b � 
) (3)

(a+ b) + 
 = a+ (b + 
) (4)

(a+ b) � 
 = a � 
+ b � 
 (5)

(a � b) + 
 = (a+ 
) � (b + 
) (6)

a � 1 = a (7)

a+ 0 = a (8)

a � a = 0 (9)

a+ a = 1 (10)
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S

�
atze zur Vereinfa
hung booles
her Ausdr

�

u
ke:

a � a = a (11)

a + a = a (12)

a � 0 = 0 (13)

a + 1 = 1 (14)

a + a � b = a (15)

a � (a + b) = a (16)

a + a � b = a + b (17)

a � (a + b) = a � b (18)

S

�
atze zur Bildung der Negation eines Ausdru
ks:

a = a (19)

a � b = a+ b (20)

a+ b = a � b (21)

S

�
atze zur Anwendung auf elektronis
he S
haltungen:

a = a � a = a+ a (29)

a � b = a � b � a � b = a + a+ b + b (30)

a+ b = a � a � b � b = a+ b + a+ b (31)

3.1. Axiome und S

�
atze (Tut) Beweist Regel 13 aus dem Skript (Seite 3-11) mit Hilfe einer Wer-

tetabelle und dur
h Herleitung aus den Axiomen (Skript, Seite 3-10)

L

�
osung:

Wertetabelle:

a 0 a � 0

0 0 0

1 0 0

Herleitung:

a � 0 (8)

= a � 0 + 0 (9), (2)

= a � 0 + (a � a) (5)

= a � (0 + a) (8), (2)

= a � a (9)

= 0 fertig

3.2. Axiome und S

�
atze (15 Prozent) Beweist Regel 14 aus dem Skript (Seite 3-11) mit Hilfe

einer Wertetabelle und dur
h Herleitung aus den Axiomen (Skript, Seite 3-10)
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L

�
osung:

Wertetabelle:

a 1 a + 1

0 1 1

1 1 1

Herleitung:

a+ 1 (7)

= (a+ 1) � 1 (10)

= (a+ 1) � (a+ a) (6), (2)

= a+ (1 � a) (7), (2)

= a+ a (10)

= 1 fertig

4. Aufgabe (35 Prozent): Umwandlung von Funktionen

4.1. Vereinfa
hung von komplexen Ausdr

�

u
ken (20 Prozent) Vereinfa
ht die folgenden

Funktionen, so dass in den endg

�

ultigen Ausdr

�

u
ken nur einfa
he Negationen und keine

Klammern mehr vorkommen. Gebt bei jeder Umformung die Regel aus dem Skript mit an.

a) (a+ 
+ a+ b) � (a+ a � 
)

b) a+ a � b � a � a � 
 � (a+ b)

Hinweis: Ein Beispiel zur Vereinfa
hung von Funktionen �ndet ihr im Skript auf Seite 3-12.

L

�
osung:

a)

(a+ 
+ a+ b) � (a+ a � 
) (17)

= (a+ 
+ a+ b) � (a+ 
) (20)

= (a+ (
 � a) + b) � (a+ 
) (19)

= (a+ (
 � a) + b) � (a+ 
) (15)

= (a+ b) � (a+ 
) (6)

= a+ b � 
 fertig
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a+ a � b � a � a � 
 � (a+ b) (21)

= a+ a � b � (a+ a � b) � (a+ b) (19)

= a+ a � b � (a+ (a � b) � (a+ b) (20), (17)

= a � a � b � (a+ b) � (a+ b) (19), (6)

= a � a � b � (a+ b � b) (21), (9)

= a � (a+ b) � (a+ 0) (8)

= a � (a+ b) � a (1), (3), (11)

= (a+ b) � a (5)

= a � a+ b � a (9)

= 0 + b � a (8)

= a � b fertig

4.2. NAND (Tut) Dr

�

u
kt folgende Funktion auss
hlie�li
h mit NAND Funktionen aus

(a+ b) � 
+ d

L

�
osung:

(a+ b) � 
+ d

= a � b � 
+ d

= a � b � 
+ d

= a � b � 
 � d

4.3. NOR (15 Prozent) Dr

�

u
kt folgende Funktionen auss
hlie�li
h mit NOR Funktionen aus:

a) (a+ b) � 
+ d

b) a � 
+ b(
+ d)

L

�
osung:

a)

(a+ b) � 
+ d

= a+ b � 
+ d

= a+ 
+ b+ d

= a+ b+ 
+ d
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a � 
+ b(
+ d)

= a+ 
+ b(
+ d)

= a+ 
+ b(
+ d)

= a+ 
+ b+ 
+ d

= a+ 
+ b+ 
+ d
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