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Thema: Formalisierung von Aussagen, Programmveri�kation mit dem Hoare-Kalk

�

ul (Teil 1)

Auf diesem Aufgabenblatt lernen Sie, Aussagen in eine Form zu bringen, die ausreihende mathema-

tishe Pr

�
azision bietet, um damit den Zustand von Programmen zu beshreiben. Das Regelwerk des

Hoare-Kalk

�

uls erm

�
ogliht dann, die Korrektheit von Programmen zu beweisen.

1. Aufgabe (7 Punkte): Formalisierung von Aussagen

De�nieren Sie die folgenden Pr

�
adikate.

1.1. (Tut) teilt(n;m) soll ausdr

�

uken, da� die nat

�

urlihe Zahl n ein Teiler der nat

�

urlihen Zahl m

ist.

L

�
osung:

teilt(n;m)

def

= n;m 2 IN ^

�

9k 2 IN : k � n = m

�

oder

teilt(n;m)

def

= n;m 2 IN ^ (mmod n = 0)

1.2. (1 Punkt) istGerade(n) soll ausdr

�

uken, da� die nat

�

urlihe Zahl n gerade ist.

L

�
osung:

istGerade(n)

def

= n 2 IN ^ (nmod 2 = 0)

oder:

istGerade(n)

def

= n 2 IN ^

�

9k 2 IN : n = 2k

�

Finden Sie f

�

ur die folgenden nat

�

urlihsprahlihen Aussagen mathematishe Formalisierungen, die

als POST-Conditions im Rahmen des Hoare-Kalk

�

uls verwendet werden k

�
onnten. Sie d

�

urfen dabei die

oben de�nierten Pr

�
adikate verwenden. Nutzen Sie die Ausdrukskraft von Existenz- und Allquantor

(9 und 8) sowie der

�

ublihen boolshen Verkn

�

upfungen.

Alle Arrays in dieser Aufgabe sind N -elementige Arrays nat

�

urliher Zahlen.

1.3. (Tut) Das Array a enth

�
alt nur ungerade Zahlen.

L

�
osung:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

8k 2 f0; : : : ; N � 1g : :istGerade(a

k

)

�

Mathematish gesehen stellen Arrays Tupel dar, sind also Elemente des kartesishen Pro-

duktes von Mengen. Wir betrahten nur homogene Arrays, bei denen die Elemente alle von

gleihem Typ sind. F

�

ur jedes Array tritt daher nur jeweils eine einzige Menge (hier: IN)

im kartesishen Produkt auf, und zwar in einer der Arrayl

�
ange (N) entsprehenden Potenz

(IN

N

). F

�

ur die weitere Verwendung werden die Arrayelemente indiziert (a

0

; : : : ; a

N�1

).

Eigentlih m

�

u�te die Arrayl

�
ange N explizit existenzquanti�ziert werden, aber unter maxi-

maler mathematisher Pr

�
azision leidet shnell die

�

Ubersiht. Aus der Verwendung von N

ist klar ersihtlih, welhe Bedeutung dieser Gr

�
o�e zukommt.
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1.4. (Tut) Das Array a enth

�
alt mindestens eine ungerade Zahl.

L

�
osung:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

9k 2 f0; : : : ; N � 1g : :istGerade(a

k

)

�

1.5. (1 Punkt) Das Array a ist in aufsteigender Folge sortiert.

Hinweis: Der Begri�

"

aufsteigend\ entspriht dem mathematishen Terminus

"

monoton stei-

gend\, niht

"

streng monoton steigend\.

L

�
osung:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

8k 2 f1; : : : ; N � 1g : a

k�1

� a

k

�

oder:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

8k 2 f0; : : : ; N � 2g : a

k

� a

k+1

�

oder:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

a

0

� a

1

� : : : � a

N�2

� a

N�1

�

1.6. (Tut) m ist im Array a enthalten.

L

�
osung:

Mit Slie und ohne Quantor:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^m 2 a

0::N�1

oder ohne Slie und mit Quantor:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

9k 2 f0; : : : ; N � 1g : m = a

k

�

Es ist niht n

�
otig, m 2 IN in die Aussage mitaufzunehmen, da es sih zwangsl

�
au�g ergibt,

d.h. aus der Aussage unmittelbar folgern l

�
a�t.

H

�
au�g ist es erforderlih, einfahe Aussagen

�

uber Arrayinhalte zu mahen, die durh Quan-

toren zwar mathematish pr

�
azise, aber eher un

�

ubersihtlih zu formulieren sind.

Zur Vereinfahung f

�

uhren wir eine Bezeihnungskonvention f

�

ur Arrayteilbereihe (Slies)

ein: a

i::j

bezeihne das Array (a

i

; a

i+1

; : : : ; a

j�1

; a

j

), falls j � i gilt. F

�

ur j < i enth

�
alt der

Slie keine Elemente, bezeihnet also ein nullelementiges Array.

Obwohl Slies ebenso wie Arrays Tupel sind und keine (ungeordneten) Mengen

1

verwenden

wir das Zeihen

'

2 `, um auszudr

�

uken, da� ein Wert im Slie vorkommt, z.B. bedeutet

m 2 a

i::j

, da� mindestens einer der Werte a

i

; a

i+1

; : : : ; a

j

gleih m ist, m.a.W.

m 2 a

i::j

def

= 9k 2 fi; : : : ; jg : m = a

k

.

Im Gegensatz zu den Elementen von Mengen sind die Komponenten eines Tupels an-

geordnet, so da� ein Ausdruk der Form a

0::2

= a

3::5

sih auf nat

�

urlihe Weise als

a

0

= a

3

^ a

1

= a

4

^ a

2

= a

5

interpretieren l

�
a�t (gleihe Elementanzahlen auf der lin-

ken und rehten Seite!).

Wegen des praktishen Nutzens de�nieren wir au�erdem:

m < a

i::j

def

= 8k 2 fi; : : : ; jg : m < a

k

(analog f

�

ur �; >;�)

1.7. (1 Punkt) m ist das kleinste Element im Array a.

L

�
osung:

Mit Slies:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^m 2 a

0::N�1

^m � a

0::N�1

oder mit Quantoren:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

9k 2 f0; : : : ; N � 1g : m = a

k

�

^

�

8k 2 f0; : : : ; N � 1g : m � a

k

�

1

Nat

�

urlih k

�
onnen Tupel mit Hilfe von Mengen beshrieben werden. Jedoh ist ein Tupel (a

0

; : : : ; a

N�1

) niht das

Gleihe wie eine Menge mit den Elementen a

0

; : : : ; a

N�1

.

Seite 2 von 10



1.8. (1 Punkt) m ist im Array a enthalten, stellt aber weder das kleinste noh das gr

�
o�te Element

dar.

L

�
osung:

Mit Slie:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^m 2 a

0::N�1

^

�

9k

1

; k

2

2 f0; : : : ; N � 1g : a

k

1

< m < a

k

2

�

oder ohne Slie in

"

kompakter Form\:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

9k

1

; k

2

; k

3

2 f0; : : : ; N � 1g : a

k

1

< m = a

k

2

< a

k

3

�

oder ohne Slie und ausf

�

uhrlih:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

9k

1

; k

2

; k

3

2 f0; : : : ; N � 1g : a

k

1

< m^m = a

k

2

^m < a

k

3

�

1.9. (1 Punkt) Das Produkt der Elemente des Arrays a ist gr

�
o�er als die Summe seiner Elemente.

L

�
osung:

Elegant mit Produkt- und Summenzeihen:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^

�

Q

N�1

k=0

a

k

�

>

�

P

N�1

k=0

a

k

�

oder ohne Produkt- und Summenzeihen:

a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) 2 IN

N

^ a

0

� a

1

� � � � � a

N�2

� a

N�1

> a

0

+ a

1

+ � � � + a

N�2

+ a

N�1

1.10. (Tut) g ist der gr

�
o�te gemeinsame Teiler der nat

�

urlihen Zahlen n und m.

L

�
osung:

Es mu� ausgedr

�

ukt werden, da� g sowohl n als auh m teilt (gemeinsamer Teiler) und

da� es keinen gemeinsamen Teiler gibt, der gr

�
o�er ist als g.

Mit Implikation und Allquantor:

teilt(g; n) ^ teilt(g;m) ^

�

8g

0

2 IN : teilt(g

0

; n) ^ teilt(g

0

;m)) g

0

� g

�

oder ohne Implikation:

teilt(g; n) ^ teilt(g;m) ^

�

8g

0

2 IN : :

�

teilt(g

0

; n) ^ teilt(g

0

;m)

�

_ g

0

� g

�

oder mit De Morgan aufgel

�
ost:

teilt(g; n) ^ teilt(g;m) ^

�

8g

0

2 IN : :teilt(g

0

; n) _ :teilt(g

0

;m) _ g

0

� g

�

oder mit negiertem Existenzquantor:

teilt(g; n) ^ teilt(g;m) ^ :

�

9g

0

2 IN : teilt(g

0

; n) ^ teilt(g

0

;m) ^ g

0

< g

�

1.11. (1 Punkt) k ist das kleinste gemeinsame Vielfahe der nat

�

urlihen Zahlen n und m.

L

�
osung:

Mit Implikation und Allquantor:

k > 0 ^ teilt(n; k) ^ teilt(m; k) ^

�

8k

0

2 IN n f0g : teilt(n; k

0

) ^ teilt(m; k

0

)) k

0

� k

�

oder ohne Implikation:

k > 0 ^ teilt(n; k) ^ teilt(m; k) ^

�

8k

0

2 IN n f0g : :

�

teilt(n; k

0

) ^ teilt(m; k

0

)

�

_ k

0

� k

�

oder mit De Morgan aufgel

�
ost:

k > 0 ^ teilt(n; k) ^ teilt(m; k) ^

�

8k

0

2 IN n f0g : :teilt(n; k

0

) _ :teilt(m; k

0

) _ k

0

� k

�

oder mit negiertem Existenzquantor:

k > 0 ^ teilt(n; k) ^ teilt(m; k) ^ :

�

9k

0

2 IN n f0g : teilt(n; k

0

) ^ teilt(m; k

0

) ^ k

0

< k

�

1.12. (1 Punkt) p ist eine Primzahl.

L

�
osung:

p � 2 ^ 8k 2 f2; : : : ; p� 1g : :teilt(k; p)

oder

"

sparsamer\:

p � 2 ^ 8k 2 f2; : : : ; b

p

pg : :teilt(k; p)

oder:

p 6= 1 ^

�

8k 2 IN : :teilt(k; p) _ k = 1 _ k = p

�
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2. Aufgabe (13 Punkte): Hoare-Kalk

�

ul f

�

ur Einsteiger

2.1. (Tut) Diskutieren Sie die Grundlagen des Hoare-Kalk

�

uls.

L

�
osung:

In den Skripten

"

Korrektheit von Programmen\ und

"

Einf

�

uhrung in die Programmveri�-

kation\ werden umfassende Erl

�
auterungen gegeben.

2.2. (Tut) Das folgende Programmfragment berehnet die Fakult

�
at einer nat

�

urlihen Zahl. Bewei-

sen Sie mit Hilfe des Hoare-Kalk

�

uls seine totale Korrektheit.

1 /�

2 � SPC f = fatorial (n)

3 � PRE n � 0

4 � POST f =

Q

n
k=1

k

5 �/

6 publi stati int fatorial ( int n )

7 f

8 int f , k;

9

10 f = 1;

11 k = 1;

12

13 while( k <= n )

14 f

15 f = f�k;

16 k = k+1;

17 g

18

19 return f ;

20 g

Hinweis: Per Konvention gilt:

Q

k

2

k=k

1

k = 1, falls k

2

< k

1

.

L

�
osung:

1 publi stati int fatorial ( int n )

2 f

3 // PRE: n � 0

4
5 int f , k;

6
7 // PRE ^ 1 = 1

8 f = 1; [Zuweisungsaxiom℄

9 // PRE ^ f = 1

10 // PRE ^ f = 1 ^ 1 = 1

11 k = 1; [Zuweisungsaxiom℄

12 // (PRE : n � 0) ^ f = 1 ^ k = 1

13 // 1 � n+ 1 ^ f = 1 ^ k = 1 ^ 1 =

Q

0
i=1

i

14 // I : k � n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i [Invariante f

�
ur Iterationsregel℄

15 while( k <= n ) [Iterationsregel℄

16 f

17 // (B : k � n) ^ (I : k � n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i) ^ �(k) � n� k + 1 = 

18 // B ^ f =

Q

k�1

i=1

i ^ n� k + 1 = 
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19 // B ^ f � k = (

Q

k�1

i=1

i) � k =

Q

k
i=1

i ^ n� k + 1 = 

20 f = f�k; [Zuweisungsaxiom℄

21 // (B : k � n) ^ f =

Q

k
i=1

i ^ n� k + 1 = 

22 // (k + 1)� 1 � n ^ f =

Q

(k+1)�1

i=1

i ^ n� (k+ 1) + 2 = 

23 k = k+1; [Zuweisungsaxiom℄

24 // k � 1 � n ^ f =

Q

k�1

i=1

i ^ n� k + 2 = 

25 // (I : k � n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i) ^ n� k + 2 = 

26 g

27 // (:B : :(k � n)) ^ (I : k � n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i) [Iterationsregel℄

28 // n < k � n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i

29 // k = n+ 1 ^ f =

Q

k�1

i=1

i

30 // f =

Q

(n+1)�1

i=1

i

31 return f ;

32 // POST: f =

Q

n
i=1

i = n!

33 g

Ohne die fett gedrukten Teile der Zusiherungen wird lediglih ein Beweis im Rahmen

des Kalk

�

uls partieller Korrektheit gef

�

uhrt. Um die totale Korrektheit zu beweisen, mu�

au�erdem die Terminierung der Shleife mit der Terminierungsregel bewiesen werden:

1. Am Beginn des Shleifenrumpfes gilt �(k) � n� k + 1 = , d.h. �(k) = . Dabei ist 

eine ad ho eingef

�

uhrte Gr

�
o�e, die gerade dazu dient, den Wert von �(k) am Beginn

des Shleifenrumpfes zu

"

protokollieren\. F

�

ur einen Durhlauf des Shleifenrumpfes

ist  also eine Konstante. Beim n

�
ahsten Durhlauf hat  dann einen neuen Wert.

2. Am Ende des Shleifenrumpfes gilt  = n�k+2 und �(k) � n�k+1 < n�k+2 = ,

d.h. �(k) < , also wird �(k) im Shleifenrumpf eht kleiner. Man beahte, da� sih

der Wert von  gegen

�

uber Punkt 1 niht ver

�
andert hat, wohl aber der von k.

3. �(k) � 0 , n � k + 1 � 0 , k � n + 1 , k > n , :(k � n) , :B, also

�(k) � 0) :B, d.h. wenn �(k) den Wert Null erreiht (oder untershreitet), wird die

Shleifeneintrittsbedingung verletzt und die Shleife somit verlassen.

4. Der Shleifenrumpf terminiert, da es keine Shleifen innerhalb der Shleife gibt und

keine evtl. niht-terminierenden Methodenaufrufe.

Anmerkungen:

� In den Zeilen 7 und 10 sind die

"

1 = 1\-Ausdr

�

uke niht redundant, sondern ergeben

sih zwangsl

�
au�g aus dem Zuweisungsaxiom.

� Die Konvention, da� leere Produkte (Obergrenze kleiner als Untergrenze) den Wert 1

zugeordnet bekommen (neutrales Element der Multiplikation) sihert die G

�

ultigkeit

der Invariante vor Eintritt in die Shleife (Zeile 13/14).

� Bei Beweisf

�

uhrung von oben nah unten mag der Ausdruk k � n+1 in der Invariante

zun

�
ahst

�

uber

�

ussig ersheinen, da er aus B : k � n unmittelbar folgt und daher shon

beim

�

Ubergang von Zeile 17 zu 18 direkt nah Shleifeneintritt

"

weggefolgert\ wird.

Seine Bedeutung wird erst nah der Shleife erkennbar, wo ohne diesen Ausdruk

lediglih auf k > n geshlossen werden k

�
onnte, aber niht auf k = n+ 1.

Theoretisher Hintergrund ist die Iterationsregel, die u.a. besagt, da� die POST-

Condition der Shleife gerade :B ^ I lautet. Es ist grunds

�
atzlih niht zul

�
assig, Zusi-

herungen aus der Shleife

"

hinaus zu retten\, es sei denn, sie sind Teil der Invariante

oder der negierten Shleifeneintrittsbedingung. Das ist kein Mangel der Iterationsre-

gel, sondern eine Konsequenz der Tatsahe, da� u.U. gar kein Shleifeneintritt erfolgt

und es daher logish grob falsh w

�
are, sih auf Zusiherungen zu st

�

utzen, die auf

niht-ausgef

�

uhrtem Code basieren.

Falls die Beweisf

�

uhrung zielgerihtet von unten nah oben durhgef

�

uhrt wird, ergibt

sih die Notwendigkeit des zus

�
atzlihen Terms reht zwanglos.
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2.3. (1 Punkt) Erl

�
autern Sie kurz den Zusammenhang zwishen der textuellen Aufgabenbeshrei-

bung, der formalen Spezi�kation und dem Korrektheitsbeweis eines Programmes (siehe auh

Skript

"

Korrektheit von Programmen\). Welhe Bedeutung hat der Begri�

"

Korrektheit\ in

diesem Kontext?

L

�
osung:

Die Spezi�kation stellt eine Formalisierung der textuellen Aufgabenbeshreibung dar. Der

Korrektheitsbeweis (z.B. mit dem Hoare-Kalk

�

ul) weist mit mathematisher Strenge nah,

da� das Programm diese Spezi�kation (SPC, PRE, POST) erf

�

ullt (Veri�kation). Dadurh

allein ist jedoh noh niht gesihert, da� das Programm die textuell beshriebene Aufgabe

tats

�
ahlih l

�
ost. Besonders bei komplexen Aufgabenstellungen ist es erforderlih, nahzu-

weisen, da� die Spezi�kation die Aufgabe ad

�
aquat beshreibt (Validierung der Spezi�ka-

tion), wozu sih der Hoare-Kalk

�

ul jedoh niht eignet. In diesem Sinn bezieht sih der

Begri�

"

Korrektheit\ ausshlie�lih auf die korrekte Erf

�

ullung der Spezi�kation durh das

Programm.

2.4. Quadratzahlen (5 Punkte) Implementieren Sie (shriftlih) eine Methode, die die Summe

der ersten n Quadratzahlen berehnet und beweisen Sie mit Hilfe des Hoare-Kalk

�

uls ihre totale

Korrektheit.

1 /�

2 � SPC s = sqsum(n)

3 � PRE n � 0

4 � POST s =

P

n�1

k=0

k

2

5 �/

6 publi stati int sqsum( int n )

7 f

8 // ???

9 g

Hinweis: Per Konvention gilt:

P

k

2

k=k

1

k = 0, falls k

2

< k

1

.

L

�
osung:

Die L

�
osung der Tutoriumsaufgabe l

�
a�t sih weitestgehend

�

ubertragen:

1 /�

2 � SPC s = sqsum(n)

3 � PRE n � 0

4 � POST s =

P

n�1

k=0

k

2

5 �/

6 publi stati int sqsum( int n )

7 f

8 // PRE: n � 0

9 int s , k;

10

11 // PRE ^ 0 = 0

12 s = 0; [Zuweisungsaxiom℄

13 // PRE ^ s = 0

14 // PRE ^ s = 0 ^ 0 = 0

15 k = 0; [Zuweisungsaxiom℄

16 // PRE ^ s = 0 ^ k = 0

17 // (PRE : n � 0) ^ s = 0 ^ k = 0 ^ 0 =

P

�1

i=0

i

2

18 // k � n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2
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19

20 // I : k � n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

[Invariante f

�
ur Iterationsregel℄

21 while( k < n ) [Iterationsregel℄

22 f

23 // (B : k < n) ^ (I : k � n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

) ^ �(k) � n� k = 

24 // B ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

^ n� k = 

25 // B ^ s+ k � k = (

P

k�1

i=0

i

2

) + k

2

=

P

k
i=0

i

2

^ n� k = 

26 s = s + k�k; [Zuweisungsaxiom℄

27 // (B : k < n) ^ s =

P

k
i=0

i

2

^ n� k = 

28 // (k + 1)� 1 < n ^ s =

P

(k+1)�1

i=0

i

2

^ n� (k+ 1) + 1 = 

29 k = k + 1; [Zuweisungsaxiom℄

30 // k � 1 < n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

^ n� k + 1 = 

31 // (I : k � n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

) ^ n� k + 1 = 

32 g

33 // (:B : :(k < n)) ^ (I : k � n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

) [Iterationsregel℄

34 // k = n ^ s =

P

k�1

i=0

i

2

35 return s ;

36 // POST: s =

P

n�1

i=0

i

2

37 g

Die Terminierung der Shleife ist gesihert:

1. Am Beginn des Shleifenrumpfes gilt �(k) � n� k = , d.h. �(k) = .

2. Am Ende des Shleifenrumpfes gilt  = n� k + 1 und �(k) � n� k < n� k + 1 = ,

d.h. �(k) < , also wird �(k) im Shleifenrumpf eht kleiner.

3. �(k) � 0 , n� k � 0 , k � n , :(k < n) , :B, also �(k) � 0 ) :B, d.h. wenn

�(k) den Wert Null erreiht (oder untershreitet), wird die Shleifeneintrittsbedingung

verletzt und die Shleife somit verlassen.

4. Der Shleifenrumpf terminiert, da es keine Shleifen innerhalb der Shleife gibt und

keine evtl. niht-terminierenden Methodenaufrufe.

2.5. Arrayreversion (7 Punkte) Beshreiben Sie kurz umgangssprahlih den zugrundeliegenden

Algorithmus des nahfolgenden Programmfragments.

Beweisen Sie dann mit Hilfe des Hoare-Kalk

�

uls, da� die Spezi�kation erf

�

ullt wird (partielle

Korrektheit). Zur Shreibersparnis d

�

urfen Sie dabei auf die Niedershrift der Beweisshritte

innerhalb des Shleifenrumpfes verzihten, jedoh niht auf die Invariante.

Um die Notation zu vereinfahen, de�nieren wir f

�

ur die Arrays a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) und A =

(A

0

; : : : ; A

N�1

) sowie ihre gemeinsame L

�
ange N f

�

ur alle i; j 2 f0; : : : ; N � 1g zwei Pr

�
adikate:

Fwd(i; j)

def

= 8k 2 fi; : : : ; jg : a

k

= A

k

Bwd(i; j)

def

= 8k 2 fi; : : : ; jg : a

k

= A

N�k�1

Dabei gilt fi; : : : ; jg = ;, falls i > j.

a und A k

�
onnen als implizite Argumente angesehen werden, d.h. bei der Verwendung von Fwd

und Bwd m

�

ussen sie niht explizit angegeben werden.

1 /�

2 � SPC reverse(a)

3 � PRE a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) = (A

0

; : : : ; A

N�1

) , d.h . Fwd (0; N � 1)

4 � POST a = (a

0

; : : : ; a

N�1

) = (A

N�1

; : : : ; A

0

) , d.h . Bwd(0; N � 1)

5 �/

6 void reverse ( int [℄ a )
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7 f

8 �nal int N = a.length; // N steht im Beweis als Konstante zur Verf

�
ugung

9 int t ;

10

11 // PRE: Fwd (0; N � 1)

12

13 i = 0;

14

15 while( i < N/2 )

16 f

17 t = a[i ℄;

18 a[ i ℄ = a[N�i�1℄;

19 a[N�i�1℄ = t;

20 i = i + 1;

21 g

22 // POST: Bwd(0; N � 1)

23 g

Hinweis: Das Wesentlihe an der Aufgabe ist das Finden der korrekten Invariante sowie einer

mathematish shl

�

ussigen Argumentation, da� daraus (und der negierten Shleifen-

eintrittsbedingung) unter allen Umst

�
anden die POST-Condition folgt.

Beahten Sie, da� bei der Ganzzahldivision in Rihtung Null gerundet wird. Bei-

spielsweise wird in Programmzeile 11 der Ausdruk bN=2 gebildet (N � 0). Es

k

�
onnte n

�

utzlih sein, zu wissen, da� f

�

ur alle ganzen Zahlen n gilt: bn=2+dn=2e = n.

L

�
osung:

Es �ndet eine Wanderung von den Au�enr

�
andern des Arrays nah innen zur Mitte hin statt.

Dabei wird sukzessive das erste mit dem letzten Element vertausht, dann das zweite mit

dem vorletzten usw. bis der Arrayinhalt r

�

ukw

�
arts angeordnet ist.

Die Shleifeninvariante kann gefunden werden durh die Beobahtung, da� stets drei Be-

reihe im Array existieren, n

�
amlih ein unver

�
anderter Kernbereih und zwei Randbereihe

(links und rehts). Die aktuellen Elemente eines Randbereihes sind dabei immer umge-

kehrt angeordnet wie die urspr

�

unglihen Elemente des anderen Randbereihs.

Anf

�
anglih sind die Randbereihe leer und der Kernbereih umfa�t das gesamte Array.

In gleihem Ma�e wie der Kernbereih shrumpft, nehmen dann die Randbereihe zu bis

sie sih (fast) ber

�

uhren und der Kernbereih nur noh ein Element umfa�t (ungerade

Arraygr

�
o�e) oder sogar auf Nulll

�
ange abnimmt (gerade Arraygr

�
o�e).

Die Eigenshaft des Kernbereihs, unver

�
andert zu sein, l

�
a�t sih durh das Pr

�
adikat Fwd

ausdr

�

uken, zur Beshreibung der Randbereihszust

�
ande ist Bwd hilfreih. Dadurh kann

der etwas m

�

uhselige Einsatz von Quantoren vermieden werden und die Zusiherungen

werden k

�

urzer (sind allerdings immer noh reht lang).

1 void reverse ( int [℄ a )

2 f

3 �nal int N = a.length;

4 int t ;

5
6 // PRE: Fwd (0; N � 1)

7
8 // PRE ^ 0 = 0

9 i = 0;

10 // PRE ^ i = 0
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11 // i = 0 ^ Bwd(0;�1) ^ (PRE : Fwd(0; N � 1)) ^ Bwd(N;N � 1)

12 // (zur Erinnerung: Bwd(0;�1) und Bwd(N;N � 1) sind wahr,

13 // weil sie Aussagen

�
uber den Inhalt leerer Bereihe mahen)

14

15 // I : i � bN=2 ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd(i;N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

16 while( i < N/2 )

17 f

18 // (B : i < bN=2)^(I : i � bN=2^Bwd (0; i�1)^Fwd (i;N�i�1)^Bwd (N�i;N�1))

19 // B ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd(i;N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

20 // B ^ Bwd(0; i � 1) ^ a

i

= A

i

^ Fwd (i+ 1; N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

21 t = a[ i ℄;

22 // B ^ Bwd(0; i � 1) ^ t = A

i

^ Fwd (i+ 1; N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

23 // B^Bwd(0; i�1)^t = A

i

^Fwd(i+1; N�i�2)^a

N�i�1

= A

N�i�1

^Bwd(N�i;N�1)

24 a[ i ℄ = a[N�i�1℄;

25 // B^Bwd(0; i�1)^ t = A

i

^Fwd(i+1; N � i�2)^a

i

= A

N�i�1

^Bwd (N � i;N �1)

26 // B ^ Bwd(0; i) ^ t = A

i

^ Fwd (i+ 1; N � i� 2) ^ Bwd(N � i;N � 1)

27 a[N�i�1℄ = t;

28 // B ^ Bwd(0; i) ^ a

N�i�1

= A

i

^ Fwd (i+ 1; N � i� 2) ^ Bwd(N � i;N � 1)

29 // (B : i < bN=2) ^ Bwd(0; i) ^ Fwd (i+ 1; N � i� 2) ^ Bwd(N � i� 1; N � 1)

30 // (i+ 1) � bN=2 ^Bwd (0; (i + 1)� 1) ^ Fwd ((i+ 1); N � (i+ 1)� 1)

31 // ^Bwd (N � (i+ 1); N � 1)

32 i = i + 1;

33 // I : i � bN=2 ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd(i;N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

34 g

35 // (:B : :(i < bN=2)) ^ (I : i � bN=2 ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd(i;N � i� 1)

36 // ^ Bwd(N � i;N � 1))

37 // i � bN=2 ^ i � bN=2 ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd(i;N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

38 // i = bN=2 ^ Bwd(0; i � 1) ^ Fwd (i;N � i� 1) ^ Bwd(N � i;N � 1)

39 // Bwd(0; bN=2 � 1) ^ Fwd (bN=2; N � bN=2 � 1) ^ Bwd(N � bN=2; N � 1)

40 // Bwd(0; bN=2 � 1) ^ Fwd (bN=2; dN=2e � 1) ^ Bwd(dN=2e; N � 1)

41 // POST: Bwd (0; N � 1) (siehe nahfolgende Erl

�

auterung)

42 g

Der

�

Ubergang von Zeile 39 zu 40 l

�
a�t sih durh eine Falluntersheidung erkl

�
aren:

1. N ist gerade

Dann gilt bN=2 = dN=2e = N=2 und es ergibt sih:

Bwd(0; bN=2 � 1) ^ Fwd (bN=2; dN=2e � 1) ^ Bwd(dN=2e; N � 1)

, Bwd(0; N=2 � 1) ^ Fwd (N=2; N=2 � 1) ^ Bwd(N=2; N � 1)

, Bwd(0; N=2 � 1) ^ Bwd (N=2; N � 1), da Fwd

�

uber einen leeren Bereih spriht

, Bwd(0; N � 1)

2. N ist ungerade

Dann gilt bN=2 = dN=2e � 1 = (N � 1)=2 und es ergibt sih:

Bwd(0; bN=2 � 1) ^ Fwd (bN=2; dN=2e � 1) ^ Bwd(dN=2e; N � 1)

, Bwd(0; (N � 1)=2 � 1) ^ Fwd ((N � 1)=2; (N � 1)=2) ^ Bwd((N � 1)=2 + 1; N � 1)

, Bwd(0; (N � 1)=2 � 1) ^ Bwd((N � 1)=2; (N � 1)=2) ^ Bwd((N � 1)=2 + 1; N � 1)

, Bwd(0; N � 1)
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Dabei wurde ausgenutzt, da� wegen N � (N � 1)=2 � 1 = (N � 1)=2 gilt:

Fwd((N � 1)=2; (N � 1)=2)

, a

(N�1)=2

= A

(N�1)=2

, a

(N�1)=2

= A

N�(N�1)=2�1

, Bwd((N � 1)=2; (N � 1)=2)

2.6. Zusatzaufgabe (0 Punkte) Erg

�
anzen Sie Ihre L

�
osung von Aufgabe 2.5 um die Beweisshritte

f

�

ur den Shleifenrumpf.

L

�
osung:

Die L

�
osung ist in der L

�
osung von Aufgabe 2.5 enthalten.

2.7. Zusatzaufgabe (0 Punkte) Der Gaststudent Joe B. Clever ersetzt im Programmode zu Auf-

gabe 2.5 in Zeile 11 die Shleifeneintrittsbedingung durh i <= N=2, testet eissig und stellt

fest, da� das Programm wie erw

�

unsht arbeitet. Was l

�
a�t sih

�

uber die Auswahl seiner Test-

werte aussagen?

L

�
osung:

Der gute Joe hat wohl eine Vorliebe f

�

ur ungerade Arrayl

�
angen. Die zus

�
atzlihe Vertau-

shung des mittleren Elementes maht sih dann niht bemerkbar. Vielleiht hat er auh

mal eine gerade Arrayl

�
ange getestet, aber dabei ungeshikterweise die beiden Elemente

links und rehts der (gedahten) Mitte gleih gew

�
ahlt.

2.8. Zusatzaufgabe (0 Punkte) Joe shikt das Programm an seinen Bruder Jim, der beshlie�t,

den Shleifeneintritt durh i < (N� 1)=2 zu regeln. Das klappt sheinbar ganz gut. Ist er kl

�

uger

als Joe?

L

�
osung:

Auh er sollte sih mal f

�

ur gerade Arrayl

�
angen interessieren. W

�
ahrend Joe die mittleren

Elemente zweimal vertausht, vertausht Jim sie gar niht. Das Ergebnis ist das Glei-

he. Beiden sei die Teilnahme an der Informatik-2-Veranstaltung empfohlen, wo sie lernen

k

�
onnen, Beweise mit dem Hoare-Kalk

�

ul zu f

�

uhren, auf da� ihre Programme immer korrekt

sein m

�
ogen ,
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