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Mit diesem Aufgabenblatt soll Euer Verst

�
andnis f

�

ur rekursive Programmierung vertieft, und die

Benutzung von Sequenzen in Opal eingef

�

uhrt werden.

1. Aufgabe (Tut): Rekursionsarten

Wel
he Rekursionstypen gibt es, worin unters
heiden sie si
h?

L

�
osung:

Neben repetitiver und linearer Rekursion gibt es no
h baumartige Rekursion und ges
ha
htelte

Rekursion. Au�erdem k

�
onnen diese Rekursionsarten sowohl direkt als au
h indirekt sein.

Repetitive Rekursion ist die einfa
hste Art. In jedem Zweig der Fallunters
heidung (die f

�

ur

jede rekursive Funktion ben

�
otigt wird, evtl. dur
h Pattern-Mat
hing realisiert) wird entweder

ni
ht-rekursiv ein Ausdru
k bere
hnet (Rekursionsanker); oder der rekursive Aufruf steht als

�
au�erstes in dem zu bere
hnenden Ausdru
k (und kommt darin nur einmal vor). Damit kann

das dur
h die Rekursion bere
hnete Funktionsergebnis glei
h als Ergebnis der betra
hteten

Rekursionsebene zur

�

u
kgegeben werden.

Die lineare Rekursion sieht

�
ahnli
h aus. Allerdings kann nun der (weiterhin einzige) rekursive

Aufruf innerhalb des bere
hnenden Ausdru
ks stehen. Es wird also mit dem Ergebnis des re-

kursiven Aufrufs evtl. no
h eine Bere
hnung angestellt, bevor deren Ergebnis als Ergebnis der

Funktion zur

�

u
kgeliefert wird.

Bei der baumartigen Rekursion gibt es in mindestens einem Zweig der Funktion ni
ht nur

einen, sondern mindestens zwei rekursive Auswertungen nebeneinander; bei der ges
ha
htelten

Rekursion gibt es ebenfalls in mindestens einem Zweig mindestens zwei rekursive Auswertungen,

allerdings ni
ht nebeneinander. Stattdessen wird eine rekursive Auswertung benutzt, um das

Argument f

�

ur den anderen rekursiven Aufruf zu bere
hnen.

Indirekte Rekursion bedeutet, dass die rekursive Funktion eine andere Funktion aufruft, die

(evtl.

�

uber mehrere Zwis
hens
hritte) sie selber wieder benutzt.

2. Aufgabe (50 Prozent): Sequenzen

Sequenzen sind eine f

�

ur die funktionale Programmierung unverzi
htbare Datenstruktur. Da sie

inh

�
arent rekursiv sind, l

�
asst si
h an Algorithmen, die mit ihnen arbeiten, rekursive Programmierung

sehr gut

�

uben. Sequenzen in Opal k

�
onnen vers
hiedene Datentypen als Element enthalten (wobei

innerhalb einer Sequenz alle Elemente den glei
hen Typ haben), deshalb muss man den gew

�

uns
hten

beim Import in \[℄" angeben, z.B.:
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IMPORT Nat ONLY nat

IMPORT Seq[nat℄ ONLY seq[nat℄

Neben dem Datentyp seq[�℄ kann man aus der Struktur Seq no
h Funktionen zum Umgang mit

Sequenzen importieren. Wi
htig sind f

�

ur die Bearbeitung dieser Aufgabe die Funktionen <>, ::, <>?,

::?, ft und rt (verwendet f

�

ur die L

�
osung dieser Aufgabe keine anderen aus der Struktur Seq!).

2.1. Sequenzen, Redu
e und Fold, Akkumulatoren (Tut) Implementiert die Funktionen

redu
eSum und foldDiff, die alle Elemente einer Sequenz von nats zu einem zusam-

menfassen. Als Operation f

�

ur das Reduzieren jeweils zweier Elemente zu einem sollt Ihr

\+" f

�

ur das re
htsassoziative redu
eSum, und \-" f

�

ur das linksassoziative foldDiff ver-

wenden. Wel
hes Ergebnis liefert jeweils ein Aufruf redu
eSum(8 :: 1 :: 3 :: <>) und

foldDiff(8 :: 1 :: 3 :: <>)?

L

�
osung:

Ergebnisse:

redu
eSum(8 :: 1 :: 3 :: <>) = 12

foldDiff(8 :: 1 :: 3 :: <>) = 4.

IMPORT Nat COMPLETELY

IMPORT Seq[nat℄ COMPLETELY

-- Addiert alle Zahlen in der �ubergebenen Sequenz "s"

FUN redu
eSum: seq[nat℄ -> nat

DEF redu
eSum == \\s.

IF <>?(s) THEN "0"!

IF ::?(s) THEN ft(s) + redu
eSum(rt(s))

FI

-- Subtrahiert die Elemente der Sequenz "s" voneinander

FUN foldDiff: seq[nat℄ -> nat

DEF foldDiff == \\s.

IF <>?(s) THEN "0"!

IF ::?(s) THEN foldDiffHelp(ft(s),rt(s))

FI

-- Hilfsfunktion zu "foldDiff". "x" enth�alt das bisher bere
hnete Ergebnis.

FUN foldDiffHelp: nat ** seq[nat℄ -> nat

DEF foldDiffHelp == \\x,s.

IF <>?(s) THEN x

IF ::?(s) THEN foldDiffHelp(x-ft(s), rt(s))

FI

2.2. Skalarprodukt S
hreibt eine Funktion, die das Skalarprodukt zweier als Sequenzen repr

�
asen-

tierter Vektoren bere
hnet. Das Skalarprodukt zweier Vektor der glei
hen Dimension ist de�-

niert als die Summe der Produkte der jeweils korrespondierenden Elemente beider Vektoren.

Zum Beispiel ist (1; 2; 4) � (2; 1; 3) = 1 � 2 + 2 � 1 + 4 � 3 = 16.

L

�
osung:

-- Bere
hnet das Skalarprodukt der beiden Vektoren "s1" und "s2"

-- Die Sequenzen s1 und s2 m�ussen die glei
he L�ange haben, ansonsten ist das

-- Verhalten von skalarProd undefiniert

FUN skalarProd: seq[real℄ ** seq[real℄ -> real
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DEF skalarProd == \\s1,s2.

IF (<>?(s1) and <>?(s2)) THEN 0

IF (::?(s1) and ::?(s2)) THEN (ft(s1)*ft(s2)) + skalarProd(rt(s1), rt(s2))

FI

2.3. Horner-S
hema S
hreibt eine Funktion, die ein Polynom unter Verwendung des Horner-

S
hemas an einer Stelle x auswertet. Die KoeÆzienten des Polynoms sollen der Funktion als

Sequenz

�

ubergeben werden. Ein Beispiel: Das Polynom 2x

3

� 5x + 3 sieht als Sequenz so aus:

\2 :: 0 :: -5 :: 3 :: <>". Um es an der Stelle x auszuwerten, bere
hnet man das folgende:

(((2) � x+ 0) � x� 5) � x+ 3.

L

�
osung:

-- Wertet das Polynom, dessen Koeffizienten in der Sequenz "s" �ubergeben

-- werden, mit Hilfe des Horner-S
hemas an der Stelle "x" aus.

FUN horner: seq[real℄ ** real -> real

DEF horner == \\s,x. hornerHelp(s,x,0)

FUN hornerHelp: seq[real℄ ** real ** real -> real

DEF hornerHelp == \\s,x,a

.

IF (<>?(s)) THEN a



IF (::?(s)) THEN hornerHelp(rt(s), x, (a

*x)+ft(s))

FI

2.4. Liste von 1 bis n generieren S
hreibt eine Funktion, die eine Zahl n

�

ubergeben bekommt

und als Ergebnis eine Sequenz liefert, die die nat

�

urli
hen Zahlen von 1 bis n enth

�
alt (beide

inklusive). Wenn 0

�

ubergeben wird, soll die leere Sequenz zur

�

u
kgegeben werden.

L

�
osung:

-- Generiert eine Sequenz mit den Zahlen von 1 bis n

FUN genSeq: nat -> seq[nat℄

DEF genSeq == \\n. genSeqHelp(<>,n)

FUN genSeqHelp: seq[nat℄ ** nat -> seq[nat℄

DEF genSeqHelp == \\s,n.

IF (n=0) THEN s

IF (n>0) THEN genSeqHelp((n :: s),(n-1))

FI

oder alternativ

-- Generiert eine Sequenz mit den Zahlen von 1 bis n

FUN genSeq2: nat -> seq[nat℄

DEF genSeq2 == \\n. genSeqHelp2(1,n)

FUN genSeqHelp2: nat ** nat -> seq[nat℄

DEF genSeqHelp2 == \\i,n.

IF (i>n) THEN <>

IF (i<=n) THEN i :: genSeqHelp2((i+1),n)

FI

3. Aufgabe (50 Prozent): Sortieren

Zur L

�
osung dieser Aufgabe sind neben den bereits vorgestellten Funktionen no
h weitere aus der

Struktur Seq sehr hilfrei
h. S
haut Eu
h deshalb die Dokumentation zu dieser Struktur gut an!
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Diese Aufgaben sollen ohne Zuhilfenahme von Opal-Funktionen wie filter, redu
e, fold, map,

zip, u.

�
a. erledigt werden.

3.1. MergeSort (Tut) Implementiert den Sortieralgorithmus Mergesort. Die Funktion mergeSort

bekommt eine zu sortierende Sequenz nat

�

urli
her Zahlen

�

ubergeben und liefert eine entspre-


hend sortierte Sequenz zur

�

u
k.

L

�
osung:

IMPLEMENTATION MergeSort

IMPORT Nat COMPLETELY

IMPORT Seq[nat℄ COMPLETELY

-- Unsortierte Sequenz zu Testzwe
ken

FUN testSeq : seq[nat℄

DEF testSeq == %(5,7,6,4,8,3,9,2) ++ %(0,1,10)

-- Sortiert die �ubergebene Sequenz mit Hilfe des Sortier-

-- verfahrens MergeSort

FUN mergeSort : seq[nat℄ -> seq[nat℄

DEF mergeSort == \\ s .

IF <>?(s) THEN <>

-- leere Liste sortieren

OTHERWISE

IF <>?(rt(s)) THEN ft(s) :: <>

-- einelementige Liste sortieren

ELSE LET (s1,s2) == split(s)

IN merge(mergeSort(s1),mergeSort(s2))

-- andere Listen sortieren

FI

-- Splittet eine Liste in zwei Listen

FUN split : seq[nat℄ -> seq[nat℄ ** seq[nat℄

DEF split(<>) ==

(<>, <>)

DEF split(x::xs) ==

LET (s1, s2) == split(xs)

IN (s2, x::s1)

-- Fuegt zwei sortierte Listen zusammen

FUN merge : seq[nat℄ ** seq[nat℄ -> seq[nat℄

DEF merge == \\ s1,s2 .

IF <>?(s1) THEN s2

IF <>?(s2) THEN s1

OTHERWISE

IF ft(s1) <= ft(s2) THEN ft(s1) :: merge(rt(s1),s2)

IF ft(s2) <= ft(s1) THEN ft(s2) :: merge(s1,rt(s2))

FI

3.2. Qui
kSort Implementiert den Sortieralgorithmus Qui
ksort in der Funktion qui
kSort, die

die glei
he Funktionalit

�
at hat wie mergeSort.

Qui
kSort ist ein sehr oft benutztes Sortierverfahren, da es eine einfa
he Implementation mit

(meistens) hoher Sortierges
hwindigkeit verkn

�

upft. Eine

�

ubergebene Sequenz wird dabei wie

folgt sortiert:
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� Wenn die Sequenz leer ist, ist sie s
hon sortiert.

� Sonst w

�
ahle ein Element (genannt Trennelement) der Sequenz aus und teile die ande-

ren Elemente in zwei Sequenzen auf; die eine soll Elemente kleiner dem Trennelement

enthalten, und die andere Elemente gr

�
o�er oder glei
h dem Trennelement.

� Nun sortiere rekursiv die beiden Teilsequenzen.

� Die sortierte Sequenz ergibt si
h aus dem Zusammenf

�

ugen der sortierten Teilsequenz mit

den kleineren Elementen, dem Trennelement, und der sortierten Teilsequenz mit den gr

�
o�e-

ren/glei
hen Elementen.

L

�
osung:

IMPLEMENTATION Qui
kSort

IMPORT Nat COMPLETELY

IMPORT Seq[nat℄ COMPLETELY

-- Sortiert eine �ubergebene seq[nat℄ mit Hilfe von Qui
kSort

FUN qui
kSort : seq[nat℄ -> seq[nat℄

DEF qui
kSort(<>) ==

<>

DEF qui
kSort(el::rest) ==

-- "+%+" f�ugt el zwis
hen den beiden Argument-Sequenzen ein

+%+(el)(qui
kSort(smaller), qui
kSort(greater))

WHERE smaller == filterSmaller(rest, el)

greater == filterGreaterEq(rest, el)

-- Hilfsfunktion f�ur qui
kSort: Filtert alle Elemente einer Sequen
e,

-- die kleiner als ein �ubergebener Wert sind

FUN filterSmaller : seq[nat℄ ** nat -> seq[nat℄

DEF filterSmaller(<>, val) ==

<>

DEF filterSmaller(el::rest, val) ==

IF (el < val) THEN el :: filterSmaller(rest, val)

IF (el >= val) THEN filterSmaller(rest, val)

FI

-- Hilfsfunktion f�ur qui
kSort: Filtert alle Elemente einer Sequen
e,

-- die gr�o�er/glei
h einem �ubergebenen Wert sind

FUN filterGreaterEq : seq[nat℄ ** nat -> seq[nat℄

DEF filterGreaterEq(<>, val) ==

<>

DEF filterGreaterEq(el::rest, val) ==

IF (el >= val) THEN el :: filterGreaterEq(rest, val)

IF (el < val) THEN filterGreaterEq(rest, val)

FI
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